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Esferas estáticas en relatividad general
J. Ospino∗, L. Herrera∗∗ & A. Di Prisco∗∗∗
Resumen. Recientemente K. Lake ha presentado un algoritmo que permite
obtener todas las soluciones estáticas de las ecuaciones de Einstein, para el
caso de un ﬂuido perfecto con simetría esférica, a partir de una sola función
dada. Este algoritmo se extiende al caso de un ﬂuido localmente anisótropo.
Como era de esperar, este nuevo formalismo requiere del conocimiento de
dos funciones en lugar de una. Para ilustrar el método se deducen de nuevo
algunas soluciones conocidas.
Abstract. Recently K. Lake has presented an algorithm that allows to obtain
all the static solutions of the equations of Einstein, in the case of a perfect
ﬂuid with spherical symmetry, from one given function. This algorithm is
then extended to the case of locally anisotropic ﬂuid. Predictably, this new
formalism requires knowledge of two functions instead of one. To illustrate
the method some known solutions are restored.
1. Introducción
En relatividad general las distribuciones de ﬂuidos perfectos, estáticas con simetría es-
férica, son descritas por un sistema de tres ecuaciones linealmente independientes, para
cuatro variables (dos funciones métricas, la densidad de energía y la presión radial). En-
tonces, para integrar dicho sistema de ecuaciones es necesario proveer información adi-
cional, en forma de ecuaciones de estados o imponiendo condiciones sobre las variables
métricas o las físicas. Esta situación sugiere la posibilidad de obtener todas las soluciones
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y
e−λ = y(r), (7)
y sustituyendo en (5), encontramos:
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donde Π(r) = 8π(pr − p⊥).
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Así pues, cualquier solución que describa una distribución de ﬂuido estática localmente
anisótropa está completamente determinada por dos funciones generadoras, Π y z.
Expresaremos ahora las variables físicas en términos de dichas funciones, con el objeto
de imponer luego condiciones que nos lleven a soluciones físicamente aceptables. Así,
tenemos:
4πPr =








� + z2 − zr +
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donde la función masa m(r) está deﬁnida, como es usual, por
e−λ = 1− 2m(r)r . (14)
Las soluciones deben ser regulares en el origen y satisfacer las condiciones ρ > 0, ρ >
Pr, P⊥. Si la estabilidad es requerida, entonces ρ y Pr deben ser funciones decrecientes
de r.
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a partir de una sola función dada. Un formalismo en esta dirección ha sido recientemente
presentado por Lake [1] (ver también [2]). El propósito de este trabajo es el de extender
el formalismo antes mencionado al caso de un ﬂuido localmente anisótropo.
La motivación para hacer dicha extensión se debe al hecho de que la consideración de
anisotropía local en las presiones, la cual parece bastante razonable para describir la
distribución de materia bajo una variedad de circunstancias, ha resultado ser muy útil
en el estudio de objetos compactos relativistas (ver [3]-[12] y sus referencias).
En la siguiente sección presentaremos las ecuaciones generales y el formalismo para obte-
ner las soluciones; después aplicaremos el método para analizar algunos casos especíﬁcos.
2. Ecuaciones de Einstein para un ﬂuido estático localmente
anisótropo
El elemento de línea, en coordenadas de Schwarzschild,
ds2 = −eν(r)dt2 + eλ(r)dr2 + r2dθ2 + r2 sen2 θdφ2, (1)
el cual debe satisfacer las ecuaciones de Einstein, que para el caso de un ﬂuido localmente
anisótropo son



























donde las primas denotan derivadas con respecto a la coordenada r, y ρ, Pr y P⊥ son la
densidad de energía, la presión radial y la presión tangencial, respectivamente.
2.1. El formalismo
A partir de (3) y (4) se obtiene
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La ecuación (20) en la notación de z se escribe













A partir de las ecuaciones (21) y (22) se pueden hallar las funciones métricas z(r) y Π(r),
para una función λ dada.
3.2. Bowers y Liang
Esta solución corresponde al caso de un ﬂuido localmente anisótropo con una densidad
de energía ρ = ρ0 = const. [15], y está dada por
eν =
�3(1− 2MΣ/rΣ)h/2 − (1− 2m/r)h/2
2
�2/h
, m(r) = 4π3 r
3ρ, M = 4π3 r
3
Σρ. (23)
Las dos funciones generadoras para esta métrica son
z(r) =
2m
















donde h = 1− 2C = const. El caso h = 1 reproduce la bien conocida solución interior de
Schwarzschild, mientras que h = 0 describe la solución de Florides [16].
3.3. Soluciones con una ecuación de estado no local
Una familia interesante de soluciones se pueden encontrar considerando una ecuación de
estado no local que relaciona la presión radial y la densidad de energía de la siguiente
manera [17]:





r˜2ρ(r˜)dr˜ + C2πr3 . (26)
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Para evitar comportamientos singulares de las variables físicas en la superﬁcie del ﬂuido
(Σ), las soluciones deben satisfacer también las condiciones de Dormois en la superﬁcie,
implicando que (Pr)Σ = 0 y
eνΣ = 1− 2MrΣ
, (15)
e−λΣ = 1− 2MrΣ
, (16)
con mΣ = M , y rΣ el radio de la distribución de materia.
2.2. Fluidos localmente isótropos
Si imponemos la condición
Π(r) = 8π(pr − p⊥) = 0 (17)











r8 dr + C
�dr2+
+ r2dθ2 + r2 sen2 θdφ2 − e
�
(2z(r)−2/r)drdt2, (18)
la cual coincide con el resultado presentado en [1], con z(r) = Φ(r)� + 1r .
3. Algunos ejemplos
Vamos aplicar ahora el algoritmo para reproducir algunas soluciones ya conocidas.
3.1. Fluidos localmente anisótropos conformemente planos
En el caso de simetría esférica, las componentes del tensor de Weyl distintas de cero se



















La ecuación (19) ha sido integrada en [1] para E = 0, encontrándose que






Esferas estáticas en relatividad general 69
La ecuación (20) en la notación de z se escribe













A partir de las ecuaciones (21) y (22) se pueden hallar las funciones métricas z(r) y Π(r),
para una función λ dada.
3.2. Bowers y Liang
Esta solución corresponde al caso de un ﬂuido localmente anisótropo con una densidad
de energía ρ = ρ0 = const. [15], y está dada por
eν =
�3(1− 2MΣ/rΣ)h/2 − (1− 2m/r)h/2
2
�2/h
, m(r) = 4π3 r
3ρ, M = 4π3 r
3
Σρ. (23)
Las dos funciones generadoras para esta métrica son
z(r) =
2m
















donde h = 1− 2C = const. El caso h = 1 reproduce la bien conocida solución interior de
Schwarzschild, mientras que h = 0 describe la solución de Florides [16].
3.3. Soluciones con una ecuación de estado no local
Una familia interesante de soluciones se pueden encontrar considerando una ecuación de
estado no local que relaciona la presión radial y la densidad de energía de la siguiente
manera [17]:





r˜2ρ(r˜)dr˜ + C2πr3 . (26)








Vol. 25, No. 1, 2007]
68 J. Ospino, L. Herrera & A. Di Prisco
Para evitar comportamientos singulares de las variables físicas en la superﬁcie del ﬂuido
(Σ), las soluciones deben satisfacer también las condiciones de Dormois en la superﬁcie,
implicando que (Pr)Σ = 0 y
eνΣ = 1− 2MrΣ
, (15)
e−λΣ = 1− 2MrΣ
, (16)
con mΣ = M , y rΣ el radio de la distribución de materia.
2.2. Fluidos localmente isótropos
Si imponemos la condición
Π(r) = 8π(pr − p⊥) = 0 (17)











r8 dr + C
�dr2+
+ r2dθ2 + r2 sen2 θdφ2 − e
�
(2z(r)−2/r)drdt2, (18)
la cual coincide con el resultado presentado en [1], con z(r) = Φ(r)� + 1r .
3. Algunos ejemplos
Vamos aplicar ahora el algoritmo para reproducir algunas soluciones ya conocidas.
3.1. Fluidos localmente anisótropos conformemente planos
En el caso de simetría esférica, las componentes del tensor de Weyl distintas de cero se



















La ecuación (19) ha sido integrada en [1] para E = 0, encontrándose que









Universidad Industrial de Santander
Vol. 25, No. 1, 2007, pág. 71–76
Lensamiento gravitacional mediante
simulaciones interactivas
N. Moreno∗, D. Noguera∗ & M. Valencia-D.∗
Resumen. Una de las consecuencias principales de la teoría relativista de la
gravitación es que la curvatura espaciotemporal tiene efectos que pueden
ser observados -y medidos con gran precisión- no solo en cuerpos masivos
(masa en reposo diferente de cero) sino también en la luz. Con el ánimo de
ilustrar este fenómeno, diseñamos un software educativo que recoge cuatro
modelos de lentes gravitacionales axialmente simétricas, el cual permite al
usuario interactuar con diferentes parámetros tales como el tipo de fuente
que emite radiación, su posición y algunas características del objeto que
causa la curvatura (lente). La interacción permite obtener diversos efec-
tos del mismo fenómeno que posibilitan el estudio de las imágenes y sus
propiedades.
Abstract. One of the main consequences of the relativistic theory of gra-
vitation is that the space-time curvature has eﬀects that can be observed
-and measured with great precision- not only in body mass (mass resting
diﬀerent from zero) but also in the light. In order to illustrate this phe-
nomenon, we design an educational software which includes four models of
axially symmetric gravitational lensing, which allows the user to interact
with diﬀerent parameters such as the font that emits radiation, its position
and some characteristics of the object that causes curvature (lens). The
interaction can collect a variety of eﬀects of the same phenomenon that
enable the study of images and their properties.
0Palabras y frases claves: Lensamiento gravitacional, simulación, modelos de masa.
Key words: Gravitational lensing, simulation, mass models.
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donde se ha tenido en cuenta (12).
A partir de (11) y (27) se puede ver que la función z(r) para este tipo de soluciones tiene
la expresión
z(r) = rm
� − 3m+ 2C + r
r(r − 2m) . (28)
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